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Sissejuhatus
Olgu X Banachi ruum ning olgu p ∈ [1,∞). O¨eldakse, et ruumi X elementide jada
(xj) = (xj)
∞
j=1 on tugevalt p-summeeruv, kui
∞∑
j=1
‖xj‖p <∞. O¨eldakse, et jada (xj) on




Olgu Y Banachi ruum (u¨le sama korpuse, mis X) ning olgu q ∈ [1,∞). O¨el-
dakse, et pidev lineaarne operaator T : X → Y on (q, p)-summeeriv, kui iga no˜rgalt
p-summeeruva ruumi X elementide jada (xj) korral on (Txj) tugevalt q-summeeruv
jada ruumis Y , s.t operaator T teisendab no˜rgalt p-summeeruvad jadad ruumis X
tugevalt q-summeeruvateks jadadeks ruumis Y . Seejuures (p, p)-summeerivaid ope-
raatoreid nimetatakse ka p-summeerivateks operaatoriteks ning (1, 1)-summeerivaid
operaatoreid (ehk, teisiso˜nu, 1-summeerivaid operaatoreid) absoluutselt summeeriva-
teks operaatoriteks. Osutub, et T on absoluutselt summeeriv parajasti siis, kui ta
teisendab ruumi X elementide jadad, mille liikmete rida on tingimatult koonduv,
ruumi Y elementide jadadeks, mille liikmete rida on absoluutselt koonduv. Kirjan-
duses nimetatakse (q, p)-summeerivaid ja p-summeerivaid operaatoreid sageli ka vasta-
valt (q, p)-absoluutselt summeerivatesks (vo˜i ka absoluutselt (q, p)-summeerivateks) ja
p-absoluutselt summeerivateks (vo˜i ka absoluutselt p-summeerivateks) operaatoriteks.
Absoluutselt summeerivad operaatorid hakkasid kirjanduses esile to˜usma 1950nda-
tel aastatel. A. Dvoretzky ja C. A. Rogers to˜estasid artiklis [DR], et igas lo˜pmatu-
mo˜o˜tmelises Banachi ruumis leidub tingimatult koonduv rida, mis ei koondu abso-
luutselt. Teisiso˜nu u¨tleb Dvoretzki–Rogersi teoreem, et lo˜pmatumo˜o˜tmelise Banac-
hi ruumi u¨hikoperaator pole kunagi absoluutselt summeeriv. A. Grothendiecki
Re´sume´ [G] sisaldab tulemuse, mis va¨idab implitsiitselt, et iga pidev lineaarne ope-
raator `1 → `2 on absoluutselt summeeriv. p-summeeriva ja (q, p)-summeeriva operaa-
tori mo˜isted to˜id 1960ndatel aastatel sisse vastavalt A. Pietsch [P] ja B. Mitjagin ja
A. Pe lczyn´ski [MP].
Ka¨esoleva bakalaureuseto¨o¨ eesma¨rk on tutvuda, u¨helt poolt, absoluutselt sum-
meerivate operaatorite ja, teiselt poolt, vektormo˜o˜tude alaste po˜himo˜istetega. Neid
kahte teemaderingi u¨hendab absoluutselt summeerivate operaatorite kirjeldus ruu-
mil B(F): pidevad lineaarsed operaatorid ruumil B(F) esituvad integraalina to˜kestatud
vektormo˜o˜tude ja¨rgi, kusjuures absoluutselt summeerivad operaatorid esituvad integ-
raalina to˜kestatud variatsiooniga vektormo˜o˜tude ja¨rgi.
Bakalaureuseto¨o¨ on referatiivne, toetudes monograafiate [DJT] ja [DU] vastavatele
osadele. To¨o¨s vaatluse all olev materjal on nimetatud allikates va¨ga lakooniliselt esi-
tatud, to˜estused kas u¨ldse puuduvad (seda tavaliselt niisugusel juhul, kui to˜estuseks
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on definitsioonist la¨htuv vahetu kontroll) vo˜i piirduvad sageli ainult na¨puna¨idetega
(a` la “to˜estus on vahetu, kui o˜iges kohas rakendada teoreemi kinnisest graafikust”)
vo˜i viitega sarnase ideega to˜estusele. To¨o¨ autori u¨lesandeks oli esitada ko˜igi tulemuste
u¨ksikasjalikud to˜estused.
To¨o¨ koosneb kolmest paragrahvist.
Esimeses paragrahvis on va¨lja toodud funktsionaalanalu¨u¨si po˜hikursus(t)esse kuu-
luv materjal, mille valdamisel on vo˜tmeroll ja¨rgnevate osade mo˜istmisel. Siia kuuluvad,
esiteks, Minkowski vo˜rratus, Baire’i teoreem, Zabreiko lemma ja teoreem kinnisest graa-
fikust. Lisaks kirjutatakse operaatorite laiendamisest, esitatakse Hahn–Banachi teo-
reemi ja¨reldust piisavast arvust funktsionaalidest ning kirjeldatakse kompleksse pideva
lineaarse funktsionaali ja tema reaal- ja imaginaarosa vahekorda.
Teises paragrahvis tutvutakse (q, p)-summeerivate operaatoritega. Selle paragrahvi
esimeses kahes punktis veendutakse vastavalt, et tugevalt ja no˜rgalt p-summeeruvate
jadade ruumid `p(X) ja `
w
p (X) on Banachi ruumid. Kolmandas punktis tuuakse sisse
(q, p)-summeeriva operaatori mo˜iste, na¨idatakse, et (q, p)-summeerivate operaatorite
ruum Πq,p(X, Y ) on Banachi ruum ja to˜estatakse oluline tarvilik ja piisav tingimus ope-
raatori (q, p)-summeerivuseks. Neljandas punktis na¨idatakse, et pidev lineaarne ope-
raator on absoluutselt summeeriv parajasti siis, kui ta teisendab tingimatult koonduvad
read absoluutselt koonduvateks ridadeks.
Kolmas paragrahv ka¨sitleb vektormo˜o˜tusid ja pidevaid lineaarseid operaatoreid
ruumil B(F). Esimeses punktis veendutakse, et B(F) on Banachi ruum. Teises punk-
tis tuuakse sisse vektormo˜o˜du mo˜iste ning uuritakse tema variatsiooni ja poolvaria-
tsiooni omadusi. Kolmandas punktis defineeritakse integraal
∫
f dF funktsioonist
f ∈ B(F) to˜kestatud vektormo˜o˜du F : F → X ja¨rgi ja na¨idatakse, et pidevad line-
aarsed operaatorid B(F) → X vo˜ib samastada selliste vektormo˜o˜tudega: u¨helt poolt,
iga to˜kestatud vektormo˜o˜du F : F → X korral on TF : B(F) 3 f 7→
∫
f dF ∈ X
pidev lineaarne operaator; teiselt poolt, iga pideva lineaarse operaatori T : B(F)→ X
korral leidub u¨heselt ma¨a¨ratud to˜kestatud vektormo˜o˜t F : F → X nii, et T = TF ; see-
juures operaatori T norm ‖T‖ on vo˜rdne poolvariatsiooniga ‖F‖(Ω). Neljandas punktis
to˜estatakse, et absoluutselt summeerivad operaatorid on selle skeemi ja¨rgi samasta-
tavad to˜kestatud variatsiooniga vektormo˜o˜tudega, kusjuures absoluutselt summeeriva
operaatori T : B(F) → Y norm pi(T ) absoluutselt summeerivate operaatorite ruu-
mis Π
(
B(F), Y ) on teda esitava vektormo˜o˜du ta¨isvariatsioon |F |(Ω).
Ko˜ikjal selles to¨o¨s on K u¨ks korpustest R vo˜i C.
4
Arvu α ∈ K ma¨rk signα defineeritakse vo˜rdusega
signα :=
 1, kui α = 0;α|α| , kui α 6= 0.
Selle definitsiooni ja¨rgi α = |α| signα ja seega |α| = α
signα
.
Olgu X normeeritud ruum (vo˜i, erijuhuna, Banachi ruum) u¨le korpuse K.
Su¨mbolid B(a, r) ja BX ta¨histavad vastavalt kinnist kera ruumis X keskpunkti-
ga a ∈ X ja raadiusega r > 0 ja ruumi X kinnist u¨hikkera, s.t
B(a, r) :=
{
x ∈ X : ‖x− a‖ 6 r}
ja
BX := B(0, 1) =
{
x ∈ X : ‖x‖ 6 1}.
Kui Y on normeeritud ruum (u¨le sama korpuse, mis X), siis su¨mbol L(X, Y ) ta¨histab
pidevate lineaarsete operaatorite X → Y normeeritud ruumi normiga
‖T‖ = sup
x∈BX
‖Tx‖, T ∈ L(X, Y ).
Meenutame, et kui X 6= {0}, siis L(X, Y ) on Banachi ruum parajasti siis, kui Y
on Banachi ruum (vt nt [OO, lk 124 ja 125]). Ruumi X kaasruum X∗ on pidevate




∣∣x∗(x)∣∣, x∗ ∈ X∗.
Olgu Ω 6= ∅.
Funktsiooni f : Ω → K absoluutva¨a¨rtus ehk moodul |f | : Ω → R defineeritakse
loomulikul viisil:
|f |(ω) = ∣∣f(ω)∣∣, ω ∈ Ω.
Funktsiooni f : Ω → C reaal- ja imaginaarosa Re f, Im f : Ω → R defineeritakse
loomulikul viisil:








, ω ∈ Ω.
Edasises ja¨tame avaldistes Re f(ω) ja Im f(ω) ta¨iendavad sulud panemata, sest
so˜ltumata nende asukohast on avaldise ta¨hendus sama.
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§ 1. Vajalikud eelteadmised ja abitulemused
Selles paragrahvis esitame mo˜ned definitsioonid ja teoreemid, mida me vajame to¨o¨
ja¨rgmises osas. Neist enamiku, mis kuulub funktsionaalanalu¨u¨si po˜hikursusesse, esita-
me ilma to˜estuseta.
1.1. Minkowski vo˜rratus
Lemma 1.1 (Minkowski vo˜rratus). Olgu 1 6 p < ∞ ning olgu aij > 0, i, j ∈ N. Siis





















































To˜estus. (a) on to˜estatud o˜pikus [OO, lk 11–12].















































































































millest piirprotsessis n→∞ ja¨reldub soovitud vo˜rratus.
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1.2. Tarvilik ja piisav tingimus normeeritud ruumi ta¨ielikkuseks
Definitsioon 1.1. O¨eldakse, et rida
∞∑
i=1
xi normeeritud ruumis X on absoluutselt koon-




To˜hus to¨o¨riist normeeritud ruumi ta¨ielikkuse to˜estamiseks on
Teoreem 1.2 (vt nt [OO, lk 96]). Normeeritud ruum on Banachi ruum parajasti siis,
kui temas iga absoluutselt koonduv rida koondub.
1.3. Baire’i teoreem. Zabreiko lemma. Teoreem kinnisest
graafikust
Sellest punktis tutvustatavatest tulemustest olulisemate – Zabreiko lemma ja teoreemi
kinnisest graafikust – to˜estused toetuvad Baire’i teoreemile.
Teoreem 1.3 (Baire’i teoreem; vt nt [OO, lk 33]). Kui mittetu¨hi ta¨ielik meetriline
ruum avaldub kinniste hulkade loenduva u¨hendina, siis va¨hemalt u¨ks nendest hulkadest
sisaldab mingit kera.
Definitsioon 1.2. Olgu X vektorruum. Poolnormiks ruumis X nimetatakse funk-
tsiooni p : X → R, mis rahuldab tingimusi
1◦ p(λx) = |λ| p(x), λ ∈ K, x ∈ X;
2◦ p(x+ z) 6 p(x) + p(z), x, z ∈ X.
Definitsioon 1.3. Olgu X normeeritud ruum. O¨eldakse, et poolnorm p : X → R on
to˜kestatud, kui leidub arv M > 0 nii, et
p(x) 6M‖x‖ iga x ∈ X korral. (1.1)
Poolnormi to˜kestatuse kontrollimisel osutub tihti kasulikuks ja¨rgnev lemma.
Lemma 1.4. Poolnorm p normeeritud ruumis X on to˜kestatud parajasti siis, kui ta
on to˜kestatud mingis kinnises keras, s.t leiduvad a ∈ X, r > 0 ja M > 0 nii, et
p(x) 6M iga x ∈ B(a, r) korral. (1.2)
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To˜estus. Tarvilikkus. Olgu poolnorm p to˜kestatud, s.t leidub arv M > 0 nii, et keh-
tib (1.1). Nu¨u¨d ‖x‖ 6 1 korral
p(x) 6M · 1 = M,
s.t poolnorm p on to˜kestatud ruumi X kinnises u¨hikkeras.
Piisavus. Olgu p to˜kestatud mingis kinnises keras, s.t mingite a ∈ X, r > 0 ja
M > 0 korral kehtib (1.2). Kui z ∈ B(0, r), siis a+ z ∈ B(a, r), ja¨relikult
p(z) = p(a+ z − a) 6 p(a+ z) + p(a) 6M + p(a) =: L.












Kuna saadud vo˜rratus kehtib ka x = 0 korral, siis poolnorm p on to˜kestatud.
Definitsioon 1.4. Olgu X normeeritud ruum. O¨eldakse, et poolnorm p ruumis X on














Ko˜ige to˜husam to¨o¨riist poolnormi to˜kestatuse to˜estamisel on tavaliselt
Lemma 1.5 (Zabreiko lemma; vt nt [OO, lk 132]). Loenduvalt pooladitiivne poolnorm
Banachi ruumil on to˜kestatud.
Definitsioon 1.5. Olgu X ja Y normeeritud ruumid. Operaatori T : X → Y graa-
fikuks nimetatakse otsekorrutise X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y } alamhulka
{(x, Tx) ∈ X × Y : x ∈ X}.
Meenutame, et kui X ja Y on normeeritud ruumid, siis otsekorrutis X × Y on
normeeritud ruum ja¨rgmise normi suhtes:
∥∥(x, y)∥∥ = ‖x‖+ ‖y‖, (x, y) ∈ X × Y.
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To˜hus to¨o¨riist lineaarse operaatori pidevuse kontrollimisel on
Teoreem 1.6 (teoreem kinnisest graafikust; vt nt [OO, lk 148]). Olgu X ja Y Banachi
ruumid ning olgu T : X → Y lineaarne operaator. Operaator T on pidev parajasti siis,
kui tema graafik on kinnine hulk ruumis X × Y .
Tarvilikkus teoreemis kinnisest graafikust on u¨sna ilmne. Selle teoreemi tegelik
ta¨htsus seisneb piisavuses, mille kohaselt lineaarne operaator T Banachi ruumist X
Banachi ruumi Y on pidev, kui kehtib implikatsioon




y =⇒ Tx = y.
1.4. Operaatorite laiendamisest. Teoreem piisavast arvust
funktsionaalidest
Olgu X ja Y mingid mittetu¨hjad hulgad ning olgu X0 hulga X mittetu¨hi alamhulk.
Definitsioon 1.6. O¨eldakse, et kujutus T : X → Y on kujutuse T0 : X0 → Y ja¨tk
(ehk laiend) (hulgale X), kui
Tx = T0x iga x ∈ X0 korral.
Sel juhul o¨eldakse ka, et kujutus T0 on kujutuse T ahend alamhulgale X0 ja kirjutatakse
T |X0 = T0.
Konkreetsemalt, kui sellised X0, X ja Y on normeeritud ruumid ja T0 : X0 → Y
on pidev lineaarne operaator, siis u¨ldjuhul ei tarvitse operaatoril T0 leiduda pidevat
lineaarset ja¨tku ruumile X. (Ko˜ige tavalisem na¨ide sellisest olukorrast on juht, kus
X0 = Y = c0, X = `∞ ja T0 = Ic0 on ruumi c0 u¨hikoperaator, vt nt [M, ja¨reldus 3.2.21].)








s.t operaatori ja¨tkamisel tema norm ei kahane. Seejuures, isegi siis, kui operaatoril T0
leidub pidev lineaarne ja¨tk ruumile X, vo˜ib juhtuda, et tema iga ja¨tku T ∈ L(X, Y )
korral ‖T‖ > ‖T0‖, s.t operaatorit T0 pole vo˜imalik ja¨tkata normi sa¨ilides. (Ko˜ige
tavalisem na¨ide sellisest olukorrast on juht, kus X0 = Y = c0, X = c ja T0 = Ic0 on
ruumi c0 u¨hikoperaator: kui T ∈ L(c, c0) on selline, et T |c0 = Ic0 , siis ‖T‖ > 2 > 1 =
‖Ic0‖; vt nt [W, u¨lesanne III.6.22, (b)].)
Ja¨rgnevalt esitame kaks na¨idet olukordadest, kus pideva lineaarse operaatori pi-
dev lineaarne ja¨tkamine normi sa¨ilides on alati vo˜imalik. Esimene neist on juht, kus
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alamruum X0 on ko˜ikjal tihe ruumis X, s.t X0 = X, ning sihtruum Y on Banachi
ruum, s.t Y on ta¨ielik.
Teoreem 1.7 (vt nt [OO, lk 149]). Olgu X normeeritud ruum, olgu Y Banachi ruum
ning olgu X0 ruumi X ko˜ikjal tihe alamruum. Siis igal operaatoril T0 ∈ L(X0, Y )
eksisteerib parajasti u¨ks pidev ja¨tk T : X → Y . See ja¨tk on lineaarne, s.t T ∈ L(X, Y );
seejuures ‖T‖ = ‖T0‖.
Teine na¨ide olukorrast, kus pideva lineaarse operaatori pidev lineaarne ja¨tkamine
normi sa¨ilides on alati vo˜imalik, on juht, kus operaatori sihtruum on arvude ruum K,
s.t operaatorid on pidevad lineaarsed funktsionaalid.
Teoreem 1.8 (Hahn–Banachi teoreem; vt nt [OO, lk 165]). Olgu X0 normeeritud
ruumi X alamruum ning olgu g ∈ X∗0 . Siis leidub f ∈ X∗ nii, et
f |X0 = g ja ‖f‖ = ‖g‖.
Ka¨esolevas to¨o¨s la¨heb meil vaja ja¨rgnevat ja¨reldust Hahn–Banachi teoreemist.
Teoreem 1.9 (teoreem piisavast arvust funktsionaalidest; vt nt [OO, lk 170]). Olgu
X 6= {0} normeeritud ruum. Siis iga x ∈ X korral leidub funktsionaal f ∈ X∗ nii, et
‖f‖ = 1 ja f(x) = ‖x‖.
1.5. Kompleksse pideva lineaarse funktsionaali reaal- ja
imaginaarosa
Olgu X kompleksne vektorruum (s.t vektorruum u¨le korpuse C). Siis X on loomulikul
viisil to˜lgendatav reaalse vektorruumina, defineerides seal liitmise ja reaalarvuga korru-
tamise nagu kompleksse ruumi X puhul – kompleksarvude korpus sisaldab reaalarvude
korpuse, seega on elemendi korrutamine reaalarvuga ruumis X defineeritud. Ruumi X,
to˜lgendatuna sel viisil reaalse ruumina, nimetatakse (kompleksse) ruumiga X asso-
tsieeruvaks reaalseks (vektor)ruumiks ja ta¨histatakse su¨mboliga XR. Ro˜hutame, et kui
X 6= {0}, siis ruumid X ja XR on algebralises mo˜ttes erinevad: na¨iteks kui x 6= 0,
siis elemendid x ja ix on ruumis X lineaarselt so˜ltuvad, ruumis XR aga lineaarselt
so˜ltumatud.
O¨eldakse, et funktsionaal g : X → R on reaal-lineaarne, kui mis tahes x, y ∈ X ja
α ∈ R korral
1◦ g(x+ y) = g(x) + g(y),
2◦ g(αx) = αg(x).
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Teisiso˜nu, reaal-lineaarseteks funktsionaalideks komplekssel vektorruumil X nimeta-
takse lineaarseid funktsionaale assotsieeruval reaalsel ruumil XR.
Lineaarseid funktsionaale X → C nimetame edaspidi ka kompleks-lineaarseteks
funktsionaalideks.
Kui X on normeeritud ruum, siis ka XR on normeeritud ruum sama normi suhtes.
(Juhime ta¨helepanu, et meetriliste ruumidena on X ja XR identsed, kuid normeeritud
ruumidena juhul X 6= {0} mitte, sest nad on vektorruumidena erinevad.)
Ja¨rgnevad lause (mida kasutab ka u¨laltoodud Hahn–Banachi teoreemi to˜estus
komplekssel juhul) ja ja¨reldus selgitavad pideva kompleks-lineaarse funktsionaali ning
tema reaal- ja imaginaarosa vahekorda.
Lause 1.10 (vt nt [M, lause 1.9.3]). Olgu X kompleksne vektorruum.
(a) Olgu f : X → C kompleks-lineaarne funktsionaal. Siis Re f : X → R on reaal-
lineaarne. Seejuures
f(x) = Re f(x)− iRe f(ix) iga x ∈ X korral.
(b) Olgu u : X → R reaal-lineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti u¨ks kompleks-
lineaarne funktsionaal f : X → C nii, et u = Re f . Seejuures
f(x) = u(x)− iu(ix) iga x ∈ X korral.
(c) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f : X → C kompleks-lineaarne funktsionaal.
Siis f ∈ X∗ parajasti siis, kui Re f ∈ X∗R. Seejuures ‖f‖ = ‖Re f‖.
Ja¨reldus 1.11. Olgu X kompleksne vektorruum.
(a) Olgu f : X → C kompleks-lineaarne funktsionaal. Siis Im f : X → R on reaal-
lineaarne. Seejuures
f(x) = Im f(ix) + i Im f(x) iga x ∈ X korral.
(b) Olgu v : X → R reaal-lineaarne funktsionaal. Siis leidub parajasti u¨ks kompleks-
lineaarne funktsionaal f : X → C nii, et v = Im f . Seejuures
f(x) = v(ix) + iv(x) iga x ∈ X korral.
(c) Olgu X normeeritud ruum ning olgu f : X → C kompleks-lineaarne funktsionaal.
Siis f ∈ X∗ parajasti siis, kui Im f ∈ X∗R. Seejuures ‖f‖ = ‖ Im f‖.
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To˜estus. (a). Ilmselt −if : X → C on kompleks-lineaarne funktsionaal, kusjuures
iga x ∈ X korral
Re(−if)(x) = Re(−iRe f(x) + Im f(x)) = Im f(x).
Lause 1.10, (a), po˜hjal Im f = Re(−if) : X → R on reaal-lineaarne funktsionaal; see-
juures iga x ∈ X korral
−if(x) = Re(−if)(x)− iRe(−if)(ix) = Im f(x)− i Im f(ix),
millest f(x) = Im f(ix) + i Im f(x).
(b). Kui f : X → C oleks kompleks-lineaarne funktsionaal, mille korral v = Im f ,
siis va¨ite (a) po˜hjal
f(x) = Im f(ix) + i Im f(x) = v(ix) + iv(x),
ja¨relikult saab niisuguseid funktsionaale f olla u¨limalt u¨ks. Niisiis ja¨a¨b veenduda sellise
f olemasolus. Selleks paneme ta¨hele, et lause 1.10, (b), po˜hjal leidub kompleks-lineaarne
funktsionaal g : X → C, mille korral v = Re g. Nu¨u¨d ilmselt ka f := ig : X → C on
kompleks-lineaarne funktsionaal, kusjuures Im f = Im(ig) = Re g = v.
(c). Va¨ite (a) to˜estuses panime ta¨hele, et Im f = Re(−if). Seega saame lau-
se 1.10, (c), po˜hjal, et
f ∈ X∗ ⇐⇒ −if ∈ X∗ ⇐⇒ Re(−if) ∈ X∗R ⇐⇒ Im f ∈ X∗R.
Seejuures, ja¨llegi lause 1.10, (c), po˜hjal
‖f‖ = ‖ − if‖ = ∥∥Re(−if)∥∥ = ‖ Im f‖.
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§ 2. Absoluutselt summeerivad operaatorid
Ko˜ikjal selles paragrahvis on X Banachi ruum u¨le korpuse K ning 1 6 p <∞.
2.1. Tugevalt p-summeeruvate jadade ruum `p(X)







Ko˜igi tugevalt p-summeeruvate (ruumi X elementide) jadade hulka ta¨histatakse
su¨mboliga `strongp (X) vo˜i ka lihtsalt `p(X). On ilmne, et `p(X) on loomulike tehete
suhtes vektorruum, s.t ta on kinnine liitmise ja arvuga korrutamise suhtes.
To˜epoolest, olgu (xj), (zj) ∈ `p(X) ja λ ∈ K. Kahe jada liitmine ta¨hendab vasta-
vate komponentide liitmist, s.t (xj) + (zj) = (xj + zj). Minkowski vo˜rratusest ja¨reldub,
et (xj + zj) ∈ `p(X):
∞∑
j=1























Jada arvuga korrutamine ta¨hendab jada iga liikme korrutamist selle arvuga, s.t

















, (xj) ∈ `p(X).







on lo˜plik. Na¨itame, et ‖ · ‖p on norm
ruumis `p(X). Selleks on vaja kontrollida normi aksioomide kehtivust.
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‖xj‖p = 0⇔ ‖xj‖p = 0, j ∈ N























































∥∥(xj)∥∥p + ∥∥(zj)∥∥p .
Ja¨a¨b na¨idata, et ruum `p(X) on ta¨ielik. Selleks kasutame teoreemi 1.2. (Ruu-































































































































































sest koonduva rea ja¨a¨kliige koondub nulliks.





j=1 ∈ `p(X), i ∈ N, sellised, et xi −−−→
i→∞
x
ruumis `p(X). Siis iga j ∈ N korral xij −−−→
i→∞
xj ruumis X. Teisiso˜nu, koonduvusest
ruumis `p(X) ja¨reldub koordinaaditi koonduvus.
To˜estus. Mis tahes j ∈ N korral












Ma¨rkus 2.1. Esitame ruumi `p(X) ta¨ielikkuse to˜estuse, mis toetub vahetult ta¨ielikkuse








Cauchy jada ruumis `p(X). Siis mis tahes ε > 0 korral
leidub Nε ∈ N nii, et








i, k > Nε =⇒
∞∑
j=1
‖xij − xkj‖p < εp. (2.1)
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Eelnevast implikatsioonist ja¨reldub, et iga j ∈ N korral
i, k > Nε =⇒ ‖xij − xkj‖ < ε,
seega jada (xij)
∞
i=1 on Cauchy jada Banachi ruumis X ja ta koondub mingiks elemen-
diks xj ∈ X. Na¨itame, et x = (xj)∞j=1 on jada (xi)∞i=1 piirva¨a¨rtus ruumis `p(X). Tingi-
musest (2.1) ja¨reldub protsessis k →∞, et







sest tingimuse (2.1) po˜hjal iga m ∈ N korral
i, k > Nε =⇒
m∑
j=1
‖xij − xkj‖p < εp,
millest protsessis k →∞ ja¨reldub implikatsioon
i > Nε =⇒
m∑
j=1
‖xij − xj‖p 6 εp,
millest piirprotsessis m→∞ ja¨reldub implikatsioon
i > Nε =⇒
∞∑
j=1
‖xij − xj‖p 6 εp.
Ja¨relikult, esiteks, xi− x = (xij − xj) ∈ `p(X) ning seega ka x = xi− (xi− x) ∈ `p(X),
ning, teiseks, ‖xi − x‖p 6 ε, kui i > Nε. Kuna ε > 0 oli suvaline, siis jada (xi)∞i=1
koondub elemendiks x ruumis `p(X).
2.2. No˜rgalt p-summeeruvate jadade ruum `wp (X)
Definitsioon 2.2. O¨eldakse, et ruumi X elementide jada (xj) on no˜rgalt p-summeeruv,




Ko˜igi no˜rgalt p-summeeruvate (ruumi X elementide) jadade hulka ta¨histatakse
su¨mboliga `weakp (X) vo˜i ka lihtsalt `
w
p (X). On ilmne, et `
w
p (X) on vektorruum loomulike
tehete suhtes.
To˜epoolest, olgu (xj), (zj) ∈ `wp (X), olgu λ ∈ K ning olgu x∗ ∈ X∗. Esiteks,
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(xj) + (zj) = (xj + zj) ∈ `wp (X), sest
∞∑
j=1
∣∣x∗(xj + zj)∣∣p = ∞∑
j=1




























∣∣λ∣∣p∣∣x∗(xj)∣∣p = |λ|p ∞∑
j=1
∣∣x∗(xj)∣∣p <∞.








, (xj) ∈ `wp (X).
To˜estus. Ko˜igepealt tuleb na¨idata, et
(•) iga (xj) ∈ `wp (X) korral
∥∥(xj)∥∥wp <∞.
Selleks kasutame teoreemi 1.6 kinnisest graafikust. (Alternatiivseid meetodeid va¨ite (•)
to˜estuseks on demonstreeritud ma¨rkuses 2.2.)





, x∗ ∈ X∗.
Veendumaks, et
∥∥(xj)∥∥wp <∞, piisab na¨idata, et T ∈ L(X∗, `p), sest sel juhul operaa-












‖Tx∗‖ = ‖T‖ <∞.




) ∈ `p, sest ∞∑
j=1
∣∣x∗(xj)∣∣p < ∞. Operaator T on lineaarne, sest mis tahes
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x∗, z∗ ∈ X∗ ja λ ∈ K korral
















= Tx∗ + Tz∗;









Operaatori T pidevuse to˜estuseks kasutame teoreemi 1.6 kinnisest graafikust.
Koondugu jada (x∗i )
∞
i=1 elemendiks x








elemendiks y = (yj)
∞
j=1 ruumis `p. Operaatori T pidevuseks piisab







j=1, s.t iga j ∈ N korral x∗(xj) = yj. Olgu










Piirva¨a¨rtuse u¨hesuse to˜ttu x∗(xj) = yj, nagu soovitud.
Oleme na¨idanud, et
∥∥(xj)∥∥wp on lo˜plik.
Nu¨u¨d tuleb veenduda, et ‖ · ‖wp on to˜epoolest norm ruumis `wp (X). Kontrollime
normi aksioomide kehtivust. Olgu (xj), (zj) ∈ `wp (X) ning olgu λ ∈ K. Siis
1◦

















∣∣x∗(xj)∣∣p = 0, x∗ ∈ BX∗ ⇔ ∣∣x∗(xj)∣∣p = 0, x∗ ∈ BX∗ , j ∈ N
⇔ ∣∣x∗(xj)∣∣ = 0, x∗ ∈ BX∗ , j ∈ N⇔ xj = 0, j ∈ N























= |λ| ‖(xj)‖wp ;
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3◦


















































∥∥(xj)∥∥wp + ∥∥(zj)∥∥wp .
Ja¨a¨b na¨idata, et ruum `wp (X) on normi ‖ · ‖wp suhtes ta¨ielik. Selleks kasutame
teoreemi 1.2. (Ruumi `wp (X) ta¨ielikkuse to˜estus, mis toetub vahetult ta¨ielikkuse defini-




























(xij) koondub ruumis `
w

























xij koondub ruumis X. Ruumi `
w






















































































































































sest koonduva rea ja¨a¨kliige koondub nulliks.





j=1 ∈ `wp (X), i ∈ N, sellised, et xi −−−→
i→∞
x
ruumis `wp (X). Siis iga j ∈ N korral xij −−−→
i→∞
xj ruumis X. Teisiso˜nu, koonduvusest
ruumis `wp (X) ja¨reldub koordinaaditi koonduvus.
To˜estus. Mis tahes j ∈ N korral
‖xij − xj‖ = sup
x∗∈B(F)













Ma¨rkus 2.2. Va¨ite (•) to˜estuseks vo˜ib teoreemi asemel kinnisest graafikust kasutada
ka na¨iteks Zabreiko lemmat vo˜i lemmat 1.4 koos Baire’i teoreemiga.
Nimelt, va¨ite (•) to˜estuseks piisab na¨idata, et fikseeritud (xj) ∈ `wp (X) korral







, x∗ ∈ X∗,
on to˜kestatud.
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Funktsioon p on korrektselt defineeritud. Na¨itame, et ta rahuldab poolnormi aksi-


















































= p(x∗) + p(z∗).
(a). Zabreiko lemma 1.5 po˜hjal piisab poolnormi p to˜kestatuseks na¨idata, et p on



















































(b). Lemma 1.4 po˜hjal piisab poolnormi p to˜kestatuseks na¨idata, et leiduvad keraB
kaasruumis X∗ ja arv M > 0 nii, et p(x∗) 6M iga x∗ ∈ B korral. Sellise kera B ⊂ X∗
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leidmiseks ta¨histame iga n ∈ N korral
Bn :=
{
x∗ ∈ X∗ : p(x∗) 6 n}.
Paneme ta¨hele, et X∗ =
∞⋃
n=1
Bn, kusjuures hulgad Bn, n ∈ N, on kinnised. To˜epoolest,
olgu n ∈ N ning olgu x∗i ∈ Bn, i ∈ N, x∗ ∈ X∗ sellised, et x∗i −−−→
i→∞
x∗. Hulga Bn















6 p(x∗i ) 6 n.
Protsessis i→∞ ja¨reldub siit vo˜rratus (2.2).
Baire’i teoreemi 1.3 po˜hjal va¨hemalt u¨he n ∈ N korral hulk Bn sisaldab mingi
kera B, aga nu¨u¨d iga x∗ ∈ B korral p(x∗) 6 n =: M , nagu soovitud.
Ma¨rkus 2.3. Esitame ruumi `wp (X) ta¨ielikkuse to˜estuse, mis toetub vahetult ta¨ielikkuse








Cauchy jada ruumis `wp (X). Siis iga ε > 0 korral leidub
Nε ∈ N nii, et








Nu¨u¨d iga j ∈ N ja iga ε > 0 korral
i, k > Nε =⇒ ‖xij − xkj‖ = sup
x∗∈BX∗
∣∣x∗(xij − xkj )∣∣ < ε.
See ta¨hendab, et iga j ∈ N korral (xij)∞i=1 on Cauchy jada Banachi ruumis X, ja¨relikult
ta koondub mingiks elemendiks xj ∈ X. Na¨itame, et x := (xj) on jada (xi)∞i=1 piir-
va¨a¨rtus ruumis `wp (X). Seosest (2.3) ja¨reldub, et iga x
∗ ∈ BX∗ korral
i, k > Nε =⇒
∞∑
j=1
∣∣x∗(xij − xkj )∣∣p < εp,
ja¨relikult ko˜ikide x∗ ∈ BX∗ ja m ∈ N korral
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i, k > Nε =⇒
m∑
j=1
∣∣x∗(xij − xkj )∣∣p < εp,
millest protsessis k →∞ ja¨reldub implikatsioon
i > Nε =⇒
m∑
j=1
∣∣x∗(xij − xj)∣∣p 6 εp.
Eelnevast seosest ja¨reldub protsessis m→∞, et iga x∗ ∈ BX∗ korral







Siit ja¨reldub, et, kui i > Nε, siis esiteks, x
i − x = (xij − xj) ∈ `wp (X) ja seega ka
x = xi − (xi − x) ∈ `wp (X), ning, teiseks, ‖xi − x‖wp 6 ε. Kuna ε > 0 oli suvaline, siis
jada (xi)∞i=1 koondub elemendiks x ruumis `
w
p (X).
Ma¨rkus 2.4. Ruum `p(X) on ruumi `
w
p (X) vektoralamruum, s.t `p(X) ⊂ `wp (X).





(‖x∗‖ ‖xj‖)p = ‖x∗‖p ∞∑
j=1
‖xj‖p <∞.
Ma¨rkus 2.5. Kui defineerida loomulikul viisil normid ‖·‖∞ ja ‖·‖w∞ ning ruumid `∞(X)











s.t ‖ · ‖∞ = ‖ · ‖w∞; niisiis ruumid `∞(X) ja `w∞(X) langevad kokku.
2.3. (q, p)-summeerivate operaatorite ruum Πq,p(X,Y )
Olgu nu¨u¨d Y Banachi ruum u¨le sama korpuse, mis ruum X, ning olgu 1 6 q <∞.
Definitsioon 2.3. O¨eldakse, et operaator T ∈ L(X, Y ) on
• (q, p)-summeeriv, kui iga (xj) ∈ `wp (X) korral (Txj) ∈ `q(Y ) (teisiso˜nu, T teisen-
dab no˜rgalt p-summeeruvad (ruumi X elementide) jadad tugevalt q-summeeru-
vateks (ruumi Y elementide) jadadeks);
• p-summeeriv, kui ta on (p, p)-summeeriv;
• absoluutselt summeeriv, kui ta on 1-summeeriv (ehk, teisiso˜nu, (1, 1)-summeeriv).
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Ko˜igi (q, p)-summeerivate operaatorite T ∈ L(X, Y ) hulka ta¨histatakse su¨mboliga
Πq,p(X, Y ). Ilmselt on Πq,p(X, Y ) vektorruum loomulike tehete suhtes.
Kui operaator T ∈ L(X, Y ) on (q, p)-summeeriv, siis on ma¨a¨ratud operaator
T̂ : `wp (X) 3 (xj) 7−→ (Txj) ∈ `q(Y ).





= T̂ (xj + zj) =
(
T (xj + zj)
)
= (Txj + Tzj) = (Txj) + (Tzj)













= λ(Txj) = λ T̂ (xj).
Lause 2.5. T̂ ∈ L(`wp (X), `q(Y )).
To˜estus. On vaja to˜estada, et operaator T̂ on pidev ja lineaarne. Lineaarsus on kont-
rollitud lausele eelnevas arutelus. Operaatori T̂ pidevuse kontrolliks kasutame teoree-
mi 1.6 kinnisest graafikust. (Alternatiivseid meetodeid operaatori T̂ pidevuse to˜estuseks
on demonstreeritud ma¨rkuses 2.6.)



















elemendiks y = (yj)
∞
j=1 ruumis `q(Y ). Ope-





j=1 ehk iga j ∈ N korral Txj = yj. Olgu j ∈ N. Kuna koonduvusest













Piirva¨a¨rtuse u¨hesuse to˜ttu Txj = yj, nagu soovitud.
Teoreem 2.6. Πq,p(X, Y ) on Banachi ruum ja¨rgmise normi suhtes:
piq,p(T ) := ‖T̂‖ = sup







: (xj) ∈ B`wp (X)
}
, T ∈ Πq,p(X, Y ).
Ruumi Πq,p(X, Y ) ta¨ielikkuse to˜estuse lihtsustamiseks on eelnevalt otstarbekas
to˜estada
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Lause 2.7. Iga T ∈ Πq,p(X, Y ) korral
‖T‖L(X,Y ) 6 piq,p(T ).




∣∣x∗(x)∣∣ = ‖x‖ 6 1.
Seega
‖Tx‖ = ∥∥(Tx, 0, 0, , . . .)∥∥
q
=
∥∥T̂ (x, 0, 0, . . .)∥∥ 6 ‖T̂‖ ‖x‖ 6 ‖T̂‖ = piq,p(T ),
millest
‖T‖L(X,Y ) = sup
x∈BX
‖Tx‖ 6 piq,p(T ).
Teoreemi 2.6 to˜estus. Iga (q, p)-summeeriva operaatori T korral piq,p(T ) on lo˜plik.
Veendume, et piq,p(·) on to˜epoolest norm ruumis Πq,p(X, Y ). Kontrollime normi aksi-
oomide kehtivust.
Olgu T, T ′ ∈ Πq,p(X, Y ) ning λ ∈ K, siis
1◦ piq,p(T ) = 0⇔ ‖T̂‖ = 0⇔ T̂ = 0⇔ T = 0;
2◦ piq,p(λT ) = ‖λ̂T‖ = ‖λT̂‖ = |λ| ‖T̂‖ = |λ|piq,p(T );
3◦ piq,p(T + T ′) = ‖T̂ + T ′‖ = ‖T̂ + T̂ ′‖ 6 ‖T̂‖+ ‖T̂ ′‖ = piq,p(T ) + piq,p(T ′).
Ja¨a¨b na¨idata, et ruum Πq,p(X, Y ) on normi piq,p(·) suhtes ta¨ielik. Selleks kasutame
teoreemi 1.2. (Ruumi Πq,p(X, Y ) ta¨ielikkuse to˜estus, mis toetub vahetult ta¨ielikkuse












ruumis Πq,p(X, Y ). Selleks ma¨rgime, et lause 2.7 po˜hjal
∞∑
i=1




koondub absoluutselt ruumis L(X, Y ), ja¨relikult teoreemi 1.2 po˜hjal ruumi L(X, Y )
ta¨ielikkuse to˜ttu mingi T ∈ L(X, Y ) korral
∞∑
i=1
Ti = T ruumis L(X, Y ). Teoreemi
to˜estuseks ja¨a¨b na¨idata, et T ∈ Πq,p(X, Y ), kusjuures
∞∑
i=1
Ti = T ruumis Πq,p(X, Y ).
Na¨itame, et T ∈ Πq,p(X, Y ). Fikseerides vabalt (xj) ∈ `wp (X), piisab selleks
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na¨idata, et (Txj) ∈ `q(Y ), s.t
∞∑
j=1

























































































































sest koonduva rea ja¨a¨kliige koondub nulliks.
Operaatori T (q, p)-summeerivusega samava¨a¨rset tingimust (ii) ja¨rgnevas teoree-
mis esitatakse kirjanduses sageli (q, p)-summeeruvuse definitsioonina.
Teoreem 2.8. Olgu T ∈ L(X, Y ). Ja¨rgmised va¨ited on samava¨a¨rsed:
(i) T on (q, p)-summeeriv;
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Seejuures va¨him konstant K, mis ko˜ikide n ∈ N ja x1, . . . , xn ∈ X korral rahuldab
tingimust (2.4), on piq,p(T ).
To˜estus. (i)⇒(ii). Olgu T (q, p)-summeeriv ning olgu n ∈ N ja x1, . . . , xn ∈ X.
Implikatsiooni to˜estuseks piisab na¨idata, et tingimus (2.4) kehtib, kui K = piq,p(T ).















(ii)⇒(i). Kehtigu teoreemi tingimus (ii) ning olgu (xj) ∈ `wp (X). Veendumaks, et
T ∈ Πq,p(X, Y ), piisab na¨idata, et (Txj) ∈ `q(Y ), s.t
∞∑
j=1
‖Txj‖q <∞. Tingimusest (2.4)
ja¨reldub, et iga n ∈ N korral
n∑
j=1































ja¨relikult piq,p(T ) 6 K. Seega K = piq,p(T ) on to˜epoolest va¨him konstant, mille korral
kehtib tingimus (2.4).
Ma¨rkus 2.6. Operaatori T̂ pidevuse to˜estuseks lauses 2.5 vo˜ib teoreemi asemel kinnisest
graafikust kasutada ka na¨iteks Zabreiko lemmat vo˜i lemmat 1.4 koos Baire’i teoreemiga.
Nimelt, operaatori T̂ pidevuseks piisab na¨idata, et ta on to˜kestatud, milleks piisab
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, (xj) ∈ `wp (X),






∥∥(xj)∥∥wp iga (xj) ∈ `wp (X) korral.
To˜epoolest, sellisel juhul T̂ on to˜kestatud, sest iga (xj) ∈ `wp (X) korral∥∥T̂ (xj)∥∥q = p((xj)) 6M∥∥(xj)∥∥wp .
Funktsioon p on korrektselt defineeritud. Na¨itame, et ta rahuldab poolnormi aksi-



































































Poolnormi p to˜kestatust vo˜ib na¨idata mitmel viisil.
(a). Zabreiko lemma po˜hjal piisab poolnormi p to˜kestatuseks na¨idata, et p on




















(xkj ) ruumis `
w











































































(b). Lemma 1.4 po˜hjal piisab poolnormi p to˜kestatuseks na¨idata, et leiduvad keraB




6 M iga (xj) ∈ B korral. Sellise kera
leidmiseks ta¨histame iga n ∈ N korral
Bn :=
{







Ma¨rgime, et `wp (X) =
∞⋃
n=1
Bn, kusjuures hulgad Bn, n ∈ N, on kinnised. To˜epoolest,
olgu n ∈ N ning olgu xi = (xij)∞j=1 ∈ Bn, i ∈ N, ja x = (xj)∞j=1 ∈ `wp (X) sellised, et
xi −−−→
i→∞

























Kuna koonduvusest ruumis `wp (X) ja¨reldub koordinaaditi koonduvus, siis iga j ∈ N
korral xij −−−→
i→∞





protsessis i→∞ ja¨reldub vo˜rratustest (2.6) vo˜rratus (2.5).
Baire’i teoreemi po˜hjal va¨hemalt u¨he n ∈ N korral hulk Bn sisaldab mingi kera B.




6 n =: M , nagu soovitud.
Ma¨rkus 2.7. Esitame ruumi Πq,p(X, Y ) ta¨ielikkuse to˜estuse, mis toetub vahetult
ta¨ielikkuse definitsioonile, s.t na¨itame, et iga Cauchy jada ruumis `wp (X) koondub.
Olgu (Ti) = (Ti)
∞
i=1 Cauchy jada ruumis Πq,p(X, Y ). On vaja na¨idata, et leidub
(q, p)-summeeriv operaator T nii, et Ti −−−→
i→∞
T ruumis Πq,p(X, Y ). Cauchy jada defini-
tsiooni po˜hjal piq,p(Ti − Tk) −−−−→
i,k→∞
0, seega lause 2.7 po˜hjal ka




See ta¨hendab, et (Ti) on Cauchy jada Banachi ruumis L(X, Y ), ja¨relikult ta koondub
selles ruumis, s.t leidub T ∈ L(X, Y ) nii, et Ti −−−→
i→∞
T ruumis L(X, Y ).
Ja¨a¨b na¨idata, et T ∈ Πq,p(X, Y ) ja Ti −−−→
i→∞
T ruumis Πq,p(X, Y ).
Olgu n ∈ N ja x1, . . . , xn ∈ X. Selleks, et T ∈ Πq,p(X, Y ), piisab teoreemi 2.8
po˜hjal na¨idata, et T rahuldab tingimust (2.4), kusK := sup
i∈N
piq,p(Ti) <∞. (Supreemumi























Olgu ε > 0. Selleks, et Ti −−−→
i→∞
T ruumis Πq,p(X, Y ), piisab leida selline N ∈ N,
et
i > N =⇒ piq,p(Ti − T ) 6 ε,







Selleks valime N ∈ N nii, et
i, k > N =⇒ piq,p(Ti − Tk) 6 ε.






6 piq,p(Ti − Tk) 6 ε,
millest, arvestades, et Tk −−−→
k→∞
T ruumis L(X, Y ), ja¨reldub protsessis k → ∞ vo˜rra-
tus (2.7).












Definitsioon 2.4. O¨eldakse, et rida
∞∑
j=1
xj ruumis X on tingimatult koonduv, kui tema







j=1 : xj ∈ X, j ∈ N, rida
∞∑
j=1
xj koondub tingimatult ruumis X
}
.
Lause 2.9. `u(X) on Banachi ruumi `w1 (X) kinnine alamruum. Niisiis, `
u(X) on nor-
mi ‖ · ‖w1 suhtes Banachi ruum.
Ma¨rkus 2.8. Bessaga–Pe lczyn´ski teoreemi (vt nt [DU, lk 22]) po˜hjal `u(X) = `w1 (X)
parajasti siis, kui ruum X ei sisalda ruumiga c0 isomorfseid alamruume.
Alamruumi `u(X) kinnisuse to˜estamisel lauses 2.9 on mugav toetuda ja¨rgmisele
lemmale.









xij, i ∈ N, koonduvad ruumis X ja xi −−−→
i→∞








xj koonduvuseks piisab ruumi X ta¨ielikkuse to˜ttu na¨idata, et tema
osasummade jada on Cauchy jada, s.t iga ε > 0 korral leidub N ∈ N nii, et





∥∥∥∥∥ < ε. (2.8)


















































Seega, kui ε > 0, siis, valides i ∈ N nii, et ‖x− xi‖ < ε
2
, ja N ∈ N nii, et







(selline N valik on vo˜imalik, sest rida
∞∑
j=1
xij koondub ning seega tema osasummade
jada on Cauchy jada), kehtib (2.8).
Lause 2.9 to˜estus. Olgu
∞∑
j=1
xj tingimatult koonduv rida ruumis X ning olgu
x∗ ∈ X∗. Veendumaks, et `u(X) ⊂ `w1 (X), piisab na¨idata, et
∞∑
j=1
∣∣x∗(xj)∣∣ < ∞. Sel-
leks piisab na¨idata, et rea
∞∑
j=1
x∗(xj) iga u¨mberja¨rjestus koondub (sest arvrida koondub










xj tingimatu koonduvuse to˜ttu see u¨mberja¨rjestus koondub,






































Ilmselt on `u(X) ruumi `w1 (X) vektoralamruum.
Olgu xi = (xij)
∞
j=1 ∈ `u(X), i ∈ N, ja x = (xj)∞j=1 ∈ `w1 (X) sellised, et
xi −−−→
i→∞
x ruumis `w1 (X). Veendumaks, et `
u(X) on ruumi `w1 (X) kinnine alamruum,
piisab na¨idata, et x ∈ `u(X), s.t rida
∞∑
j=1
xj koondub tingimatult. Fikseerides vabalt
bijektsiooni η : N → N, tuleb selleks na¨idata, et rida
∞∑
j=1
xη(j) koondub, milleks lem-
ma 2.10 po˜hjal piisab veenduda, et, ta¨histades zi := (xiη(j))
∞
j=1 ∈ `u(X), i ∈ N, ja
z := (xη(j))
∞
j=1 ∈ `w1 (X), kehtib zi −−−→
i→∞
z ruumis `w1 (X). Veendume, et see on nii:









∣∣x∗(xij − xj)∣∣ = ∥∥(xij − xj)∞j=1∥∥w1 = ‖xi − x‖ −−−→i→∞ 0.
Teoreem 2.11. Olgu T : X → Y pidev lineaarne operaator. Ja¨rgmised va¨ited on sa-
mava¨a¨rsed:
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(i) T on absoluutselt summeeriv;
(ii) T kujutab tingimatult koonduvad read ruumis X absoluutselt koonduvateks rida-
deks ruumis Y , s.t kui
∞∑
j=1




on absoluutselt koonduv rida ruumis Y .
To˜estus. (i)⇒(ii). Olgu operaator T ∈ L(X, Y ) absoluutselt summeeriv. Siis defini-
tsiooni po˜hjal iga (xj) ∈ `w1 (X) korral (Txj) ∈ `1(Y ). Kuna `u(X) ⊂ `w1 (X), siis ka







‖Txj‖ koondub ruumis Y .
(ii)⇒(i). Kehtigu teoreemi tingimus (ii). Na¨itame, et kehtib teoreemi 2.8 tingi-
mus (ii), kus p = q = 1. Selleks piisab na¨idata, et lineaarne operaator
T˜ : `u(X) 3 (xj) 7−→ (Txj) ∈ `1(Y )




∥∥(Tx1, . . . , Txn, 0, 0, . . .)∥∥`1(Y ) = ∥∥T˜ (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)∥∥`1(Y )





s.t kehtib tingimus (2.4), kus p = q = 1 ja K = ‖T˜‖.
Operaatori T˜ pidevuse to˜estuseks kasutame teoreemi 1.6 kinnisest graafikust.


















elemendiks y = (yj)
∞
j=1 ruumis `1(Y ). Ope-





j=1, s.t iga j ∈ N korral Txj = yj. Olgu j ∈ N. Kuna koonduvusest
ruumis `u(X) ja¨reldub koordinaaditi koonduvus, siis xij −−−→
i→∞









Piirva¨a¨rtuse u¨hesuse to˜ttu Txj = yj, nagu soovitud.
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§ 3. Absoluutselt summeerivad operaatorid Banachi
ruumil B(F)
Ko˜ikjal selles paragrahvis Ω 6= ∅ on mingi hulk, F ⊂ P(Ω) on algebra ning X on
Banachi ruum u¨le korpuse K.
3.1. Banachi ruum B(F)
Definitsioon 3.1. Olgu E ⊂ Ω. Funktsiooni χE : Ω→ R,
χE(ω) =
{
1, kui ω ∈ E,
0, kui ω /∈ E,
ω ∈ Ω,
nimetatakse hulga E karakteristlikuks funktsiooniks.
Definitsioon 3.2. Funktsiooni φ : Ω → K nimetatakse lihtsaks mo˜o˜tuvaks funk-




αjχAj , kus n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ K, A1, . . . , An ∈ F .
Ko˜ikide niisuguste funktsioonide f : Ω → K vektorruumi, mille korral leidub
lihtsate mo˜o˜tuvate funktsioonide jada (φi) = (φi)
∞




Veendume, et B(F) on vektorruum loomulike tehete suhtes. Olgu f, g ∈ B(F),





g u¨htlaselt. Iga i ∈ N korral φi +ψi on lihtne mo˜o˜tuv funktsioon. Seejuures
φi + ψi −−−→
i→∞
f + g u¨htlaselt, seega f + g ∈ B(F). Nu¨u¨d olgu λ ∈ K. Iga i ∈ N korral
λφi on lihtne mo˜o˜tuv funktsioon. Seejuures λφi −−−→
i→∞
λf u¨htlaselt, seega λf ∈ B(F).
Lause 3.1. B(F) on Banachi ruum ja¨rgmise normi suhtes:
‖f‖ := sup
ω∈Ω
∣∣f(ω)∣∣, f ∈ B(F).
To˜estus. Ko˜igepealt tuleb na¨idata, et iga f ∈ B(F) korral ‖f‖ < ∞. Selleks piisab
veenduda, et sup
ω∈Ω
∣∣f(ω)∣∣ <∞, s.t f on to˜kestatud.




f u¨htlaselt hulgas Ω. Seega leidub N ∈ N nii, et
i > N =⇒ sup
ω∈Ω
∣∣φi(ω)− f(ω)∣∣ < 1;
niisiis, kui i > N , siis iga ω ∈ Ω korral
∣∣f(ω)∣∣− ∣∣φi(ω)∣∣ 6 ∣∣φi(ω)− f(ω)∣∣ < 1,
seega ∣∣f(ω)∣∣ < ∣∣φi(ω)∣∣+ 1.
Fikseerime i > N . Funktsioon φi kui lihtne funktsioon on to˜kestatud, seega leidub
M > 0 nii, et ∣∣φi(ω)∣∣ 6M iga ω ∈ Ω korral.
Seega iga ω ∈ Ω korral ∣∣f(ω)∣∣ < ∣∣φi(ω)∣∣+ 1 6M + 1,
niisiis f on to˜kestatud.
Nu¨u¨d veendume, et ‖ · ‖ on to˜epoolest norm ruumis B(F). Kontrollime normi
aksioomide kehtivust. Olgu f, g ∈ B(F) ning λ ∈ K, siis
1◦ ‖f‖ = sup
ω∈Ω
∣∣f(ω)∣∣ = 0 ⇔ ∣∣f(ω)∣∣ = 0, ω ∈ Ω ⇔ f(ω) = 0, ω ∈ Ω ⇔ f = 0;






|λ| ∣∣f(ω)∣∣ = |λ| sup
ω∈Ω
∣∣f(ω)∣∣ = |λ| ‖f‖;
3◦ ‖f + g‖ = sup
ω∈Ω
∣∣(f + g)(ω)∣∣ = sup
ω∈Ω







∣∣g(ω)∣∣ = ‖f‖+ ‖g‖.
Lo˜puks tuleb na¨idata, et ruum B(F) on ta¨ielik.
Olgu (fi)
∞
i=1 Cauchy jada ruumis B(F). On vaja na¨idata, et leidub funktsioon
f ∈ B(F) nii, et fi −−−→
i→∞
f ruumis B(F), s.t iga ε > 0 korral leidub Nε ∈ N nii, et
i > Nε =⇒ ‖fi − f‖ = sup
ω∈Ω
∣∣fi(ω)− f(ω)∣∣ 6 ε.
Kuna (fi) on Cauchy jada, siis iga ε > 0 korral leidub Nε ∈ N nii, et
i, k > Nε =⇒ ‖fi − fk‖ = sup
ω∈Ω
∣∣fi(ω)− fk(ω)∣∣ < ε.
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Muuhulgas iga ε > 0 korral
i, k > Nε =⇒ iga ω ∈ Ω korral
∣∣fi(ω)− fk(ω)∣∣ < ε. (3.1)





Na¨itame, et fi −−−→
i→∞
f u¨htlaselt. Fikseerime ε > 0. Seosest (3.1) ja¨reldub protsessis
k →∞, et
i > Nε =⇒ iga ω ∈ Ω korral
∣∣fi(ω)− f(ω)∣∣ 6 ε.
Seega
i > Nε =⇒ sup
ω∈Ω
∣∣fi(ω)− f(ω)∣∣ 6 ε.
Teoreemi to˜estuseks ja¨a¨b nu¨u¨d na¨idata, et f ∈ B(F), sest sel juhul ‖fi − f‖ =
sup
ω∈Ω
∣∣fi(ω)− f(ω)∣∣, seega ja¨relduks eelnevast, et fi −−−→
i→∞
f ruumis B(F).
Veendume, et f ∈ B(F), s.t leidub lihtsate mo˜o˜tuvate funktsioonide jada (φi) nii,
et φi −−−→
i→∞
f u¨htlaselt. Kuna iga i ∈ N korral fi ∈ B(F), siis iga i ∈ N korral leidub
lihtne mo˜o˜tuv funktsioon φi nii, et
sup
ω∈Ω






∣∣φi(ω)− f(ω)∣∣ 6 sup
ω∈Ω





∣∣fi(ω)− f(ω)∣∣ < 1
i





f u¨htlaselt, nagu soovitud.
Ma¨rkus 3.1. Koonduvus ruumis B(F) on funktsioonide u¨htlane koonduvus.
To˜epoolest, olgu f, fi ∈ B(F), i ∈ N; siis
fi −−−→
i→∞










Ma¨rkus 3.2. Kui F on σ-algebra, siis B(F) koosneb parajasti to˜kestatud mo˜o˜tuvatest
funktsioonidest f : Ω→ K. (Funktsiooni f : Ω→ K mo˜o˜tuvus ta¨hendab, et iga Boreli
hulga E ⊂ K korral f−1[E] ∈ F , kus f−1[E] := {ω ∈ Ω: f(ω) ∈ E}.)
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To˜epoolest, olgu F σ-algebra ning olgu f ∈ B(F). Siis leidub lihtsate mo˜o˜tuvate
funktsioonide jada (φi) nii, et φi −−−→
i→∞
f u¨htlaselt. U¨htlasest koonduvusest ja¨reldub
punktiviisi koonduvus, seega ka φi −−−→
i→∞
f punktiviisi. Kuna funktsioonid φi, i ∈ N,
on mo˜o˜tuvad, siis ka funktsioon f on mo˜o˜tuv, sest mo˜o˜tuvate funktsioonide punktiviisi
piirva¨a¨rtus on mo˜o˜tuv (vt nt [F, lause 2.7 ja ja¨reldus 2.9]).
Funktsioonide f ∈ B(F) to˜kestatus on na¨idatud lause 3.1 esimeses osas.
Teiselt poolt, kui f : Ω→ K on to˜kestatud mo˜o˜tuv funktsioon, siis leidub lihtsate
mo˜o˜tuvate funktsioonide jada (φi) nii, et φi −−−→
i→∞
f u¨htlaselt (vt nt [F, teoreem 2.10]),
seega f ∈ B(F).
Lause 3.2. Olgu f ∈ B(F). Siis ka |f | ∈ B(F), kusjuures ∥∥|f |∥∥ = ‖f‖.









Siis ka |φi| ∈ B(F), i ∈ N, on lihtsad mo˜o˜tuvad funktsioonid, kusjuures
sup
ω∈Ω







|f | u¨htlaselt. Seega |f | ∈ B(F). Seejuures
∥∥|f |∥∥ = sup
ω∈Ω
∣∣|f |(ω)∣∣ = sup
ω∈Ω




Definitsioon 3.3. O¨eldakse, et hulgafunktsioon F : F → X on lo˜plikult aditiivne
vektormo˜o˜t ehk lihtsalt vektormo˜o˜t, kui mis tahes lo˜ikumatute hulkade E1, E2 ∈ F
korral
F (E1 ∪ E2) = F (E1) + F (E2).
Olgu F : F → X vektormo˜o˜t.
Definitsioon 3.4. Hulgafunktsiooni |F | : F → [0,∞], kus E ∈ F korral









nimetatakse vektormo˜o˜du F : F → X variatsiooniks.
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Kui |F |(Ω) <∞, siis o¨eldakse, et F on to˜kestatud variatsiooniga vektormo˜o˜t.
Ma¨rgime, et iga x∗ ∈ X∗ korral x∗F : F → K on vektormo˜o˜t, sest mis tahes
E1, E2 ∈ F , E1 ∩ E2 = ∅, korral
x∗F (E1 ∪ E2) = x∗
(




F (E1) + F (E2)
)
= x∗F (E1) + x∗F (E2).
Definitsioon 3.5. Hulgafunktsiooni ‖F‖ : F → [0,∞],
‖F‖(E) = sup
x∗∈BX∗
|x∗F |(E), E ∈ F ,
kus |x∗F | : F → [0,∞] on vektormo˜o˜du x∗F : F → K variatsioon, nimetatakse vektor-
mo˜o˜du F : F → X poolvariatsiooniks.
Kui ‖F‖(Ω) <∞, siis o¨eldakse, et F on to˜kestatud poolvariatsiooniga vektormo˜o˜t.
Lause 3.3. Olgu F : F → X vektormo˜o˜t. Siis
(a) F (∅) = 0;
(b) variatsioon |F | : F → [0,∞] on aditiivne, s.t
E1, E2 ∈ F , E1 ∩ E2 = ∅ =⇒ |F |(E1 ∪ E2) = |F |(E1) + |F |(E2),
seega |F | on ka monotoonne, s.t
E1, E2 ∈ F , E1 ⊂ E2 =⇒ |F |(E1) 6 |F |(E2),
ja subaditiivne, s.t










(c) poolvariatsioon ‖F‖ : F → K on monotoonne, s.t
E1, E2 ∈ F , E1 ⊂ E2 =⇒ ‖F‖(E1) 6 ‖F‖(E2),
ja subaditiivne, s.t










(d) iga E ∈ F korral ‖F‖(E) 6 |F |(E).
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To˜estus. (a). Kuna F (∅) = F (∅ ∪ ∅) = F (∅) + F (∅) = 2F (∅), siis F (∅) = 0.
(b). Na¨itame, et variatsioon on aditiivne. Olgu E1, E2 ∈ F , E1 ∩ E2 = ∅.
Kui n,m ∈ N ja paarikaupa lo˜ikumatud A1, . . . , An, B1, . . . , Bm ∈ F on sellised, et
n⋃
j=1
Aj = E1 ja
m⋃
i=1

















∥∥F (Bi)∥∥ 6 |F |(E1 ∪ E2).
Vo˜ttes vo˜rratuse vasakul poolel olevates summades supreemumi vastavalt u¨le n ∈ N
ja paarikaupa lo˜ikumatute A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E1, ning m ∈ N ja paarikaupa
lo˜ikumatute B1, . . . , Bm ∈ F ,
m⋃
i=1
Bi = E2, saame
|F |(E1) + |F |(E2) 6 |F |(E1 ∪ E2).




Aj = E1 ∪ E2, siis
n⋃
j=1
Aj ∩ E1 = E1 ja
n⋃
j=1
Aj ∩ E2 = E2, seega
n∑
j=1
∥∥F (Aj)∥∥ = n∑
j=1
∥∥F((Aj ∩ E1) ∪ (Aj ∩ E2))∥∥ = n∑
j=1








∥∥F (Aj ∩ E1)∥∥+ n∑
j=1
∥∥F (Aj ∩ E2)∥∥ 6 |F |(E1) + |F |(E2).
Vo˜ttes vo˜rratusteahela vasakul poolel supreemumi u¨le n ∈ N ja paarikaupa lo˜ikumatute
hulkade A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E1 ∪ E2, saame
|F |(E1 ∪ E2) 6 |F |(E1) + |F |(E2).
Kuna iga aditiivne hulgafunktsioon F → [0,∞] on monotoonne ja subaditiivne,
siis on seda ka variatsioon |F |.
(c). Na¨itame, et poolvariatsioon on monotoonne. Olgu E1, E2 ∈ F , E1 ⊂ E2. Siis
variatsiooni monotoonsuse to˜ttu iga x∗ ∈ BX∗ korral |x∗F |(E1) 6 |x∗F |(E2), seega
‖F‖(E1) = sup
x∗∈BX∗
|x∗F |(E1) 6 sup
x∗∈BX∗
|x∗F |(E2) = ‖F‖(E2).
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Nu¨u¨d veendume, et poolvariatsioon on subaditiivne. Olgu E1, . . . , En ∈ F , n ∈ N.

































































Lause 3.4. Olgu F : F → X vektormo˜o˜t. Mis tahes hulga E ∈ F korral





∥∥∥∥∥ : n ∈ N, θ1, . . . , θn ∈ K, |θ1|, . . . , |θn| 6 1,








∥∥F (D)∥∥ 6 ‖F‖(E) 6 4 sup
E⊃D∈F
∥∥F (D)∥∥.
Ma¨rkus 3.3. Lause 3.4 va¨itest (b) ja¨reldub muuhulgas, et vektormo˜o˜t on to˜kestatud
poolvariatsiooniga parajasti siis, kui ta on to˜kestatud, s.t tema va¨a¨rtuste hulk on
to˜kestatud. Seeto˜ttu nimetame edaspidi to˜kestatud poolvariatsiooniga vektormo˜o˜tusid
ka to˜kestatud vektormo˜o˜tudeks.
Ma¨rkus 3.4. Lause 3.4 to˜estusest na¨eme, et kui X on reaalne Banachi ruum, siis
va¨ite (b) teine vo˜rratus ja¨a¨b kehtima, kui temas kordaja 4 asendada kordajaga 2.
Lause 3.4 to˜estus. (a). Olgu E ∈ F . Ta¨histame vo˜rduse (a) paremal poolel oleva
supreemumi su¨mboliga γ. Peame na¨itama, et ‖F‖(E) = γ.
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∣∣x∗F (Aj)∣∣ 6 sup
x∗∈BX∗
|x∗F |(E) = ‖F‖(E),
seega, vo˜ttes vo˜rratusteahela vasakul poolele supreemumi u¨le n ∈ N, θ1, . . . , θn ∈ BK
ja paarikaupa lo˜ikumatute A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E, saame, et γ 6 ‖F‖(E).
Teiselt poolt, kui x∗ ∈ BX∗ , siis, ta¨histades θj := 1
signx∗F (Aj)
, kehtib |θj| 6 1,
j = 1, . . . , n; seejuures
n∑
j=1














Vo˜ttes vo˜rratusteahela vasakul poolel supreemumi u¨le x∗ ∈ BX∗ , n ∈ N ja paarikaupa
lo˜ikumatute hulkade A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E, saame, et ‖F‖(E) 6 γ.
(b). Paneme ta¨hele, et kui E ⊃ D ∈ F , siis
∥∥F (D)∥∥ = sup
x∗∈BX∗
∣∣x∗F (D)∣∣ 6 sup
x∗∈BX∗
(∣∣x∗F (D)∣∣+ ∣∣x∗F (E \D)∣∣)
6 sup
x∗∈BX∗
|x∗F |(E) = ‖F‖(E),
seega ka sup
E⊃D∈F
∥∥F (D)∥∥ 6 ‖F‖(E).




Aj = E, siis, juhul, kui X on Banachi ruum u¨le R, ta¨histades
pi+ =
{



















































)∥∥∥∥∥ 6 2 supE⊃D∈F∥∥F (D)∥∥,
ja¨relikult, juhul kui X on Banachi ruum u¨le C, siis lause 1.10 ja ja¨relduse 1.11 po˜hjal
n∑
j=1
∣∣x∗F (Aj)∣∣ = n∑
j=1






∣∣Imx∗F (Aj)∣∣ 6 2 · 2 sup
E⊃D∈F
∥∥F (D)∥∥.
Vo˜ttes viimase kahe vo˜rratusteahela vasakul poolel supreemumi u¨le x∗ ∈ BX∗ , n ∈ N ja
paarikaupa lo˜ikumatute hulkade A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E, saame reaalse ruumi X
juhul
‖F‖(E) 6 2 sup
E⊃D∈F
∥∥F (D)∥∥.
ning kompleksse ruumi X juhul
‖F‖(E) 6 4 sup
E⊃D∈F
∥∥F (D)∥∥.
Ja¨rgnev lause u¨tleb, et arvva¨a¨rtustega vektormo˜o˜du variatsioon ja poolvariatsioon
on u¨ks ja sama hulgafunktsioon; seejuures mittenegatiivsete reaalsete va¨a¨rtustega vek-
tormo˜o˜du variatsioon (ja seega ka poolvariatsioon) on tema ise.
Lause 3.5. Olgu F : F → K vektormo˜o˜t. Siis
(a) |F | = ‖F‖ (s.t |F |(E) = ‖F‖(E) iga E ∈ F korral);
(b) kui F (E) ∈ [0,∞) iga E ∈ F korral, s.t F va¨a¨rtused on reaalarvulised ja mitte-
negatiivsed, siis |F | = ‖F‖ = F .
To˜estus. (a). Olgu E ∈ F . Lause 3.3, (d), po˜hjal |F |(E) > ‖F‖(E). Ja¨a¨b na¨idata,
et |F |(E) 6 ‖F‖(E).
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Olgu n ∈ N ning olgu paarikaupa lo˜ikumatud hulgad A1, . . . , An ∈ F sellised, et
n⋃
j=1
Aj = E. Ta¨histades θj :=
1
signF (Aj)




∥∥F (Aj)∥∥ = n∑
j=1














Vo˜ttes vo˜rratusteahela vasakul poolel supreemumi u¨le n ∈ N ja paarikaupa lo˜ikumatute
hulkade A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E, saame soovitud vo˜rratuse.
(b). Olgu F va¨a¨rtused reaalarvulised ja mittenegatiivsed ning olgu E ∈ F . Mis
tahes n ∈ N ja paarikaupa lo˜ikumatute hulkade A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = E, korral
n∑
j=1
∥∥F (Aj)∥∥ = n∑
j=1
∣∣F (Aj)∣∣ = n∑
j=1







ja¨relikult |F |(E) = F (E); niisiis |F | = ‖F‖ = F .
3.3. Pidevad lineaarsed operaatorid Banachi ruumil B(F)
Ta¨histame ruumi B(F) lihtsate mo˜o˜tuvate funktsioonide alamruumi su¨mboliga S(F).
Defineerime integraali
∫
f dF funktsioonist f ∈ B(F) to˜kestatud vektormo˜o˜du
F : F → X ja¨rgi.






kus n ∈ N, α1, . . . , αn ∈ K, A1, . . . , An ∈ F , Ai ∩ Aj = ∅, i 6= j. (Lihtsa mo˜o˜tuva





Funktsiooni f kanooniline esitus ei ole mitte kunagi u¨hene. Ma¨rgime, et integraali∫
f dF definitsioon on korrektne, s.t ta ei so˜ltu funktsiooni f kanoonilisest esitusest.
To˜epoolest, kui f =
m∑
i=1
βiχBi on samuti funktsiooni f kanooniline esitus, siis, ta¨histades
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A0 = Ω \
n⋃
j=1










Aj ∩Bi iga j ∈ {0, 1, . . . , n korral} (3.3)
ja






Bi ∩ Aj iga i ∈ {0, 1, . . . ,m} korral. (3.4)
Ta¨histame α0 = 0 ja β0 = 0. Olgu j ∈ {0, 1, . . . , n} ja i ∈ {0, 1, . . . ,m}. Kui Aj∩Bi 6= ∅,
siis mis tahes ω ∈ Aj∩Bi korral αj = f(ω) = βi; kui aga Aj∩Bi = ∅, siis F (Aj∩Bi) = 0.
Ja¨relikult






















































Niisiis, funktsiooni f ∈ S(F) integraali definitsioon ei so˜ltu tema kanoonilisest esitu-
sest.




f dF, f ∈ S(F).
Lause 3.6. TF ∈ L
(
S(F), X), kusjuures ‖TF‖ = ‖F‖(Ω).









funktsioonide f ja g kanoonilised esitused. Ta¨histame A0 = Ω \
n⋃
j=1












on funktsioonide f ja g kanoonilised esitused; seejuures kehtivad (3.3) ja (3.4); ja¨relikult















































on funktsiooni f + g kanooniline esitus. Seega
TF (f + g) =
∫

























































= TFf + TFg,






λαjF (Aj) = λ
n∑
j=1
αjF (Aj) = λ
∫
f dF = λTFf,
ja¨relikult TF on homogeenne; niisiis TF on lineaarne.












∥∥∥∥∥ 6 ‖F‖(Ω) ‖f‖.
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Seega TF on to˜kestatud, ja¨relikult TF ∈ L
(
S(F), X); seejuures ‖TF‖ 6 ‖F‖(Ω).
Ja¨a¨b na¨idata, et ‖TF‖ > ‖F‖(Ω). Selleks piisab veenduda, et kui x∗ ∈ BX∗ , siis
‖TF‖ > |x∗F |(Ω). (3.5)


















∣∣x∗F (Aj)∣∣ = n∑
j=1
θjx
∗F (Aj) = x∗
n∑
j=1













= x∗(TFφ) 6 ‖x∗‖ ‖TFφ‖ 6 ‖TFφ‖ 6 ‖TF‖ ‖φ‖
6 ‖TF‖.
Kuna alamruum S(F) on ruumis B(F) ko˜ikjal tihe, siis teoreemi 1.7 po˜hjal leidub
operaatoril TF : S(F)→ X parajasti u¨ks pidev ja¨tk ruumile B(F); seejuures see ja¨tk
on lineaarne ja tema norm on ‖TF‖ = ‖F‖(Ω). Ta¨histades ka selle ja¨tku B(F) → X
su¨mboliga TF , defineerime integraali funktsioonist f ∈ B(F) vektormo˜o˜du F ja¨rgi
vo˜rdusega ∫
f dF := TFf.
Ja¨rgmine teoreem kirjeldab u¨ksu¨hest vastavust pidevate lineaarsete operaatorite
B(F)→ X ja to˜kestatud vektormo˜o˜tude F → X vahel.
Teoreem 3.7. Kui F : F → X on to˜kestatud vektormo˜o˜t, siis
TF : B(F) 3 f 7−→
∫
f dF ∈ X
on pidev lineaarne operaator, s.t TF ∈ L
(
B(F), X), kusjuures ‖TF‖ = ‖F‖(Ω).
Teiselt poolt, kui T ∈ L(B(F), X), siis leidub parajasti u¨ks to˜kestatud vektormo˜o˜t
F : F → X nii, et T = TF .
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To˜estus. Kui F : F → X on to˜kestatud vektormo˜o˜t, siis integraali ∫ f dF ja ope-
raatori TF definitsioonide po˜hjal TF ∈ L
(
B(F), X), kusjuures teoreemi 1.7 ja lause 3.6
po˜hjal
‖TF‖ = ‖TF |S(F)‖ = ‖F‖(Ω).
Nu¨u¨d olgu T ∈ L(B(F), X). Kui to˜kestatud vektormo˜o˜t F : F → X oleks selline,
et T = TF , siis muuhulgas iga E ∈ F korral
TχE = TFχE =
∫
χE dF = F (E).
Siit ja¨reldub, et operaatorit T esitavaid vektormo˜o˜tusid saab olla u¨limalt u¨ks.
Defineerimegi hulgafunktsiooni F : F → X vo˜rdusega F (E) = TχE. Na¨itame,
et F on to˜kestatud vektormo˜o˜t, kusjuures T = TF . Kui E1, E2 ∈ F on lo˜ikumatud
hulgad, siis
F (E1 ∪ E2) = TχE1∪E2 = T (χE1 + χE2) = TχE1 + TχE2 = F (E1) + F (E2),
seega F on vektormo˜o˜t. Vektormo˜o˜t F on to˜kestatud, sest mis tahes E ∈ F korral
∥∥F (E)∥∥ = ‖TχE‖ 6 ‖T‖ ‖χE‖ 6 ‖T‖.
Vo˜rduse T = TF na¨itamiseks piisab veenduda, et
Tφ = TFφ iga φ ∈ S(F) korral,
sest alamruum S(F) on ko˜ikjal tihe ruumis B(F). Olgu φ =
n∑
j=1
αjχAj ∈ S(F), kus
















φ dF = TFφ.
3.4. Absoluutselt summeerivad operaatorid Banachi
ruumil B(F)
Eelmisest punktist teame, et pidevad lineaarsed operaatorid B(F)→ X ja to˜kestatud
vektormo˜o˜dud F → X on u¨ksu¨heses vastavuses. U¨laltoodu valguses kerkib loomu-
lik ku¨simus: milliste omadustega vektormo˜o˜dud FT : F → X vastavad absoluutselt
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summeerivatele operaatoritele T : B(F)→ X? Sellele ku¨simusele vastab ja¨rgmine teo-
reem.
Teoreem 3.8. Operaator T ∈ L(B(F), X) on absoluutselt summeeriv parajas-
ti siis, kui teda esitav vektormo˜o˜t FT on to˜kestatud variatsiooniga. Seejuures pi(T ) :=
pi1,1(T ) = |FT |(Ω).
Teoreemi 3.8 to˜estuse lihtsustamiseks to˜estame ko˜igepealt
Lause 3.9. Olgu F : F → X to˜kestatud variatsiooniga vektormo˜o˜t ning olgu
f ∈ B(F). Siis ∥∥∥∥∫ f dF∥∥∥∥ (1)6 ∫ |f | d|F | (2)6 ‖f‖ |F |(Ω).
To˜estus. Lause 3.2 po˜hjal |f | ∈ B(F), kusjuures ∥∥|f |∥∥ = ‖f‖. Kuna F on
to˜kestatud variatsiooniga, siis |F | : F → R on to˜kestatud vektormo˜o˜t, seega eksis-
teerib R-va¨a¨rtustega integraal
∫ |f | d|F | = T|F ||f | (vt teoreemi 3.7). Seejuures∫
|f | d|F | = T|F ||f | 6
∥∥T|F |∥∥∥∥|f |∥∥ = ∥∥|F |∥∥(Ω)∥∥|f |∥∥ = |F |(Ω) ‖f‖,
sest lause 3.5 po˜hjal
∥∥|F |∥∥(Ω) = |F |(Ω); niisiis vo˜rratus (2) kehtib.
Ja¨a¨b to˜estada vo˜rratus (1). Olgu lihtsad mo˜o˜tuvad funktsioonid φi ∈ B(F), i ∈ N,
sellised, et φi −−−→
i→∞
f u¨htlaselt. Siis ka |φi| −−−→
i→∞





|f | ruumis B(F), ja¨relikult
∥∥∥∥∫ f dF∥∥∥∥ = ‖TFf‖ = ∥∥∥ limi→∞TFφi∥∥∥ = limi→∞ ‖TFφi‖ = limi→∞
∥∥∥∥∫ φi dF∥∥∥∥
ja ∫
|f | d|F | = T|F ||f | = lim
i→∞




Vo˜rratuse (1) to˜estuseks piisab seega na¨idata, et iga lihtsa mo˜o˜tuva funktsiooni
φ ∈ B(F) korral ∥∥∫ φ dF∥∥ 6 ∫ |φ| d|F |. Olgu φ ∈ B(F) lihtne mo˜o˜tuv funktsioon
ning olgu φ =
n∑
j=1




funktsiooni |φ| kanooniline esitus, seega









∥∥F (Aj)∥∥ 6 n∑
j=1
|αj| |F |(Aj) =
∫
|φ| d|F |.
Teoreemi 3.8 to˜estus. Tarvilikkus. Olgu T ∈ L(B(F), X) absoluutselt summeeriv
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operaator; siis teoreemi 2.8 po˜hjal mis tahes n ∈ N ja f1, . . . , fn ∈ B(F) korral
n∑
j=1





Na¨itame, et operaatorit T esitav vektormo˜o˜t FT : F → X on to˜kestatud variatsiooniga,
kusjuures |FT |(Ω) 6 pi(T ).
Olgu n ∈ N ning olgu paarikaupa lo˜ikumatud hulgad A1, . . . , An ∈ F sellised, et
n⋃
j=1
Aj = Ω. Va¨ite to˜estuseks piisab na¨idata, et
n∑
j=1
∥∥FT (Aj)∥∥ 6 pi(T ), (3.7)
sest sel juhul, vo˜ttes vo˜rratuse (3.7) vasakul poolel supreemumi u¨le n ∈ N ja paarikaupa
lo˜ikumatute hulkade A1, . . . , An ∈ F ,
n⋃
j=1
Aj = Ω, saame |FT |(Ω) 6 pi(T ).
Kuna iga A ∈ F korral FT (A) = TχA, siis (3.6) po˜hjal
n∑
j=1
∥∥FT (Aj)∥∥ = n∑
j=1





Olgu f ∗ ∈ BB(F)∗ . Vo˜rratuse (3.7) to˜estuseks piisab na¨idata, et
n∑
j=1




, j = 1, . . . , n, siis
n∑
j=1













Piisavus. Olgu operaatorit T ∈ L(B(F), X) esitav vektormo˜o˜t FT to˜kestatud
variatsiooniga. Veendumaks, et operaator T on absoluutselt summeeriv, kusjuures
pi(T ) 6 |FT |(Ω), piisab teoreemi 2.8 po˜hjal na¨idata, et mis tahes n ∈ N ja
f1, . . . , fn ∈ B(F) korral
n∑
j=1











∥∥∥∥∫ fj dFT∥∥∥∥ 6 n∑
j=1
∫
|fj| d|FT | =
∫ n∑
j=1






























































Let X be a Banach space and let p ∈ [1,∞). A sequence (xj) = (xj)∞j=1 in X is said
to be strongly p-summable if
∞∑
j=1




∣∣x∗(xj)∣∣p <∞ for all x∗ ∈ X∗.
Let Y be a Banach space (over the same scalar field as X) and let q ∈ [1,∞).
A continuous linear operator T : X → Y is said to be (q, p)-summing if, for every weak-
ly p-summable sequence (xj) in X, the sequence (Txj) in Y is strongly q-summable,
i.e., T maps weakly p-summable sequences in X into strongly q-summable sequences
in Y . In particular, (p, p)-summing operators are also called p-summing operators and
(1, 1)-summing operators (i.e., 1-summing operators) are called absolutely summing
operators. It turns out that T is absolutely summing if and only if it maps uncon-
ditionally convergent series in X into absolutely convergent series in Y . In literature,
(q, p)-summing and p-summing operators are often called, respectively, (q, p)-absolutely
summing (or absolutely (q, p)-summing) and p-absolutely summing (or absolutely
p-summing) operators.
Absolutely summing operators began to emerge in literature in the 1950s. In 1950,
A. Dvoretzky and C. A. Rogers proved that every infinite dimensional Banach space
contains an unconditionally convergent series which is not absolutely convergent. In ot-
her words, this result (known as the Dvoretzki–Rogers theorem) says that the identity
operator of an infinite dimensional Banach space is never absolutely summing. A. Grot-
hendieck’s Re´sume´ (1953/1956) contains a result asserting implicitly that every conti-
nuous linear operator `1 → `2 is absolutely summing. The concepts of p-summing and
(q, p)-summing operators were introduced, respectively by A. Pietsch, and B. Mitiagin
and A. Pe lczyn´ski in the 1960s.
The objective of this thesis is to give a detailed exposition of the elementary
theory of (q, p)-summing operators on one hand, and vector measures on the other
hand. These two topics meet in the description of absolutely summing operators acting
from the space B(F): continuous linear operators from B(F) are integrals with respect
to bounded vector measures, absolutely summing operators from B(F) are integrals
with respect to vector measures of bounded variation.
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The thesis consists of three sections.
Section 1 presents the prerequisites for understanding the Banach space techniques
applied in the thesis: Minkowski’s inequality, the criterion of completeness of a normed
space in terms of convergence of absolutely convergent series, Baire’s theorem, Zab-
re˘ıko’s lemma, and the closed graph theorem, basic facts about extension of operators
including the Hahn–Banach theorem and its corollary on the existence of “sufficiently
many” functionals, and the relationship between a complex-linear functional and its
real and imaginary parts.
In Section 2, the Banach spaces `p(X), `
w
p (X), and Πq,p(X, Y ) of, respectively,
strongly p-summable and weakly p-summable sequences in X, and (q, p)-summing ope-
rators X → Y are introduced. The section concludes by proving that a bounded linear
operator is absolutely summing if and only if it maps unconditionally convergent series
into absolutely convergent series.
Section 3 starts by introducing the Banach space B(F) (here F is an algebra of
subsets of a non-empty set). Next, the concepts of a vector measure and its varia-
tion and semivariation are defined, and vector measures of bounded semivariation are
characterized as bounded vector measures. Then, the integral
∫
f dF of a function
f ∈ B(F) with respect to a bounded vector measure F : F → X is introduced, and
the one-to-one correspondence between continuous linear operators B(F) → X and
bounded vector measures F → X is established: on one hand, for every bounded vector
measure F : F → X, the operator TF : B(F) 3 f 7→
∫
f dF ∈ X is continuous and
linear; on the other hand, for every continuous linear operator T : B(F) → X, there
is a unique bounded vector measure F : F → X such that T = TF ; in particular, the
norm ‖T‖ is equal to the semivariation ‖F‖(Ω). The thesis concludes by showing that,
in this correspondence, absolutely summing operators correspond to vector measures
of bounded variation; in particular, the norm pi(T ) of an absolutely summing operator
T : B(F)→ X in the space Π(B(F), X) of absolutely summing operators is the total
variation |F |(Ω) of its representing vector measure F .
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